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Досліджено матричний алгоритм скорочення розмірності схемотехнічних моделей
МЕМС. Відмічено його переваги та недоліки. Розроблено модифікацію алгоритму, яка поля6
гає у використанні універсальної макромоделі механічних складових МЕМС, що вирізняєть6
ся топологією та кількістю двополюсних компонентів, забезпечує підвищену точність моде6
лювання на конкретних частотах, дає можливість керувати точністю кінцевого результату.

Ключові слова: матричний алгоритм, МЕМС, макромодель.

У зв’язку з поширеним використанням мікроелектромеханічних систем (МЕМС) акту*
альною є проблема моделювання складних систем з блоками різної фізичної природи
у єдиному базисі змінних. Найбільш розповсюдженим на сьогодні є використання еквіва*
лентних схемотехнічних моделей. Однак більшість неелектронних вузлів з метою збере*
ження необхідної точності потребують використання моделей, розрахунок яких прово*
диться за допомогою методу кінцевих елементів або методу кінцевих різниць. Внаслідок
цього еквівалентні схемотехнічні моделі можуть включати в себе до кількох сотень тисяч
компонентів, що робить практично неможливим використання відомих пакетів схемотех*
нічного проектування [1]. Єдиним виходом з такого становища є побудова схемотехнічних
макромоделей, які мають суттєво менший розмір (максимум кілька десятків елементів),
але дозволяють моделювати такі об’єкти з прийнятною похибкою. Одним із таких підходів
[2] є матричний алгоритм скорочення розмірності схемотехнічних моделей МЕМС.

Матричний алгоритм
Метою матричного алгоритму скорочення [3] є побудова макромоделі схеми

у вигляді чотириполюсника (у загальному випадку N*полюсника) у формі:

(1)

де Ia, Ua — струм і напруга на вході макромоделі, Ib, Ub — струм і напруга на виході
макромоделі. Пропонується отримувати рівняння (1) безпосередньо за загальною
матрицею схеми (наприклад матриці провідності Y) відповідно до виразу:

(2)

де ∆ij — алгебраїчне доповнення елементу i,j початкової матриці, рівне визначнику
матриці, отриманої з матриці схеми Y після викреслювання рядка i та стовпця j, на
перетині яких знаходився цей елемент, при цьому його знак визначається множни*
ком –1i+j; ∆aa,bb — подвійне алгебраїчне доповнення, що дорівнює визначнику
матриці, одержаної викреслюванням рядків та стовпців з номерами а і b, при цьому
його знак визначається множником –12(a+b).

Необхідні алгебраїчні доповнення можна не обчислювати окремо, а отримати їх
за допомогою процедури обернення початкової матриці, елементи якої визначені на
вибраній частоті ω0, що фіксується:

де ∆ — визначник початкової матриці Y.
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При цьому 

(3)

Таким чином, якщо знайдені чисельні значення елементів оберненої матриці
схеми Y–1:

(4)

то легко можна знайти макромодель схеми у вигляді чотириполюсника (1). Для
цього, у разі чотириполюсника з портами a і b, необхідно вибрати чотири елементи
оберненої матриці (4) gaa,gbb,gab,gba і підрахувати значення:

gaa,bb = gaagbb – gabgba.

Параметри скороченої моделі знаходяться із співвідношень:

Оскільки знайдені параметри є комплексними величинами, зручно рівняння мак*
ромоделі схеми представити у вигляді суми дійсної і уявної складових:

(5)

Зберігається також можливість параметри макромоделі записати у формі дріб*
но*раціональних передавальних функцій від комплексної частоти. Для цього
необхідно повернутися до виразів (2) і (3), додатково до знаходження елементів
оберненої матриці схеми gij обчислити її визначник ∆ і необхідні алгебраїчні допов*
нення ∆ij = gij ⋅ ∆.

Обчислення виразу (5) на різних частотах ω підтверджує, що для лінійних схем,
принаймні, для частот ω ≤ ω0, де ω0 — частота, на якій спочатку визначені елементи
оберненої матриці (4), дійсні частини обчислених параметрів (5) практично зберіга*
ють свої значення, а уявні частини змінюються пропорційно обраній частоті. Це під*
тверджує принципову можливість застосування параметрів схемотехнічної макро*
моделі, обчисленої на одній частоті, в широкому частотному діапазоні. 

Але макромодель у вигляді рівнянь (5) незручна для вбудовування в пакети схе*
мотехнічного проектування. Оскільки параметри макромоделі визначаються сумою
дійсної і уявної частин:

Yij = a0 + ia1,                                                             (6)

то у випадку a0 > 0, a1 > 0 відповідний компонент схемотехнічної макромоделі може
бути представлений у вигляді паралельного з’єднання провідності Gi,j = Re(Yi,j)
і ємності Ci,j = Im(Yi,j) / ω0 (рис. 1).

Рис. 1 — Схемотехнічна інтерпретація комплексного параметра
чотириполюсника у випадку a0 > 0, a1 > 0
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У випадку a0 > 0, a1 > 0 відповідний компонент схемотехнічної макромоделі
може бути представлений у вигляді паралельного з’єднання провідності Gi,j = Re(Yi,j)
і індуктивності Li,j = 1 / (Im(Yi,j)ω0) (рис.2).

Рис. 2 — Схемотехнічна інтерпретація комплексного параметра
чотириполюсника у випадку a0 > 0, a1 > 0

Власна провідність вузла схемотехнічної макромоделі Yi(i) визначається сумою
всіх елементів i*го рядка матриці рівнянь (5). Дійсна частина Yi,j(i) або Yi(i) для стій*
ких пасивних макромоделей повинна бути обов’язково позитивною, а уявна части*
на може бути й негативною.

Універсальна макромодель неелектричних складових МЕМС
Схемотехнічна інтерпретація комплексних параметрів чотириполюсника перед*

бачає залежність типу реактивного елемента в кінцевій макромоделі від знаку a1
в (6). Це означає, що навіть для однієї і тієї ж початкової схеми при використанні
матричного алгоритму на різних частотах отримані макромоделі можуть відрізняти*
ся за структурою, що призводить до ускладнення їх використання.

Для усунення цієї проблеми було запропоновано використовувати при інтерпре*
тації (6) незалежно від знаку a1 універсальну макромодель у вигляді схеми, зображе*
ної на рис. 3.

Рис. 3 — Схемотехнічна інтерпретація комплексного параметра
чотириполюсника універсальної макромоделі

Номінали елементів при a0 > 0, a1 > 0 обчислюються як:

Gi,j = Re(Yi,j), Ci,j = k Im(Yi,j) / ω0, Li,j = 1 / ((k – 1) Im(Yi,j)ω0),

а при a0 > 0, a1 < 0:

Gi,j = Re(Yi,j), Ci,j = (k – 1) Im(Yi,j) / ω0, Li,j = 1 / (k Im(Yi,j)ω0),

де k — коефіцієнт, що задає співвідношення між номіналами реактивних елементів.
Оскільки кількість реактивних елементів у схемі універсальної макромоделі збільши*
лась, збільшився максимальний степінь коефіцієнта передачі, що призводить до
зростання точності моделювання. 

Тестовий приклад
Порівняємо ефективність базової та розробленої універсальної макромоделі.

Основним критерієм порівняння ефективності макромоделей є відносна похибка
результату. Похибка визначається як відхилення значень власних частот (мод) отри*
маної макромоделі від справжніх значень.

Як тестовий приклад використаємо еквівалентні схеми заміщення для моделі
закріпленої неоднорідної балки з трьома ступенями свободи [4]. Скорочення відбу*
валося декілька разів, заданими частотами використовувалися справжні значення
власних частот нескороченої схеми (стовпчик «Початкове коло» табл. 1), в результа*
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ті чого отримано декілька макромоделей, кожна з яких моделює одну моду
(стовпчик «Базова макромодель» табл. 1).

А тепер проведемо скорочення для кожної моди за допомогою розглянутої моди*
фікації базового матричного алгоритму при різних значеннях коефіцієнта k універ*
сальної макромоделі та проведемо дослідження впливу цього коефіцієнта  на точ*
ність результатів моделювання. Результати моделювання наведено у стовпчиках
«Універсальна макромодель» табл. 1. 

Як видно з результатів моделювання отриманих макромоделей, зменшення кое*
фіцієнта  k призводить до зменшення відносної похибки. Таким чином, експеримен*
тально показано, що у разі застосування матричного алгоритму розроблена універ*
сальна макромодель забезпечує більш високу точність у порівнянні з базовою. 

Висновки. Розглянутий матричний алгоритм скорочення має такі переваги:
— можливість створення кінцевої макромоделі, структура якої не залежить від

структури початкової схеми;
— високу точність отриманої в результаті макромоделі на заданій частоті.
Основними недоліками використання цього алгоритму є:
— процедура скорочення є досить складною і потребує великої кількості обчис*

лень, що накладає обмеження на розміри початкової схеми;
— точність макромоделі залежить від способу схемотехнічної інтерпретації ком*

плексних параметрів чотириполюсника;
— отримана макромодель доволі точно моделює поведінку вихідного об’єкта

у відносно вузькому діапазоні частот.

Таблиця 1. — Результати моделювання схем заміщення закріпленої неоднорідної
балки з трьома ступенями свободи

Беручи до уваги недоліки дослідженого матричного алгоритму скорочення роз*
мірності схемотехнічних моделей МЕМС, розроблено універсальну макромодель
механічних складових МЕМС, яка має іншу топологію та кількість двополюсних ком*
понентів, забезпечує підвищену точність моделювання на конкретних частотах, дає
можливість керувати точністю кінцевого результату. Експериментально, на базі роз*
рахунків тестових прикладів, доведено ефективність розробленої універсальної
макромоделі механічних складових МЕМС. Наведені результати свідчать, що у разі
її використання значно зростає точність у порівнянні з базовою макромоделлю.

Исследован матричный алгоритм сокращения размерности схемотехнических
моделей МЭМС. Отмечены его преимущества и недостатки. Разработана моди6
фикация алгоритма, заключающаяся в использовании универсальной макромоде6
ли механических составляющих МЭМС, которая отличается топологией и количе6
ством двухполюсных компонентов, обеспечивает повышенную точность модели6
рования на конкретных частотах, дает возможность управлять точностью конечно6
го результата.

Ключевые слова: матричный алгоритм, МЭМС, макромодель.
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Показник
Початкове

коло
Базова

макромодель
Універсальна макромодель

Коефіцієнт k – – 3 2 1,5 1,11 1,05

1*а мода, Гц 13,988 13,988 13,988 13,988 13,988 13,988 13,988

2*а мода, Гц 91,794 91,794 91,794 91,794 91,794 91,794 91,794

3*а мода, Гц 176,29 200,38 187,90 187,90 180,84 177,48 176,87

4*а мода, Гц 477,44 429,14 452,71 452,71 467,40 474,77 476,14

5*а мода, Гц 495,51 495,53 495,52 495,52 495,51 495,51 495,51

6*а мода, Гц 861,82 861,83 861,82 861,82 861,82 861,82 861,81

Максимальна 
похибка, %

– 13,67 7,08 4,34 2,58 0,68 0,33



In the paper the matrix algorithm for reduction of MEMS circuit models dimension is
investigated. Its advantages and disadvantages are indicated. The algorithm modifica6
tion is developed that consists in the usage of a universal macromodel of MEMS mecha6
nical parts which differs by the topology and a number of two6terminal components, pro6
vides an enhanced simulation accuracy at the particular frequencies, gives the possibili6
ty to control a final result accuracy.

Key words: matrix algorithm, MEMS, macromodel.
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